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Resumen
Este documento describe la metodolog´ ıa utilizada para implemen-
tar el ´ ındice ω a las pruebas SABER 5◦ y9 ◦ realizadas por el ICFES
en el 2009. Para validar la utilizaci´ on de este´ ındice se calculan el error
tipo I y II.Adicionalmente, se comparan el ´ ındice ω ye l´ ındice κ en
t´ erminos de error tipo I, error tipo II y potencia utilizando muestreos
independientes y simulaciones. Finalmente, se detectaron las sede-
jornada con copia masiva controlando el valor esperado de la tasa de
falsos positivos mediante un procedimiento de tipo Bonferroni.
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DETECCIÓN DE COPIA: MODELOS DE RESPUESTA NOMINAL, 
























This document describes the implementation of the ω index on the
SABER 5◦ and 9◦ test administrated by the ICFES on 2009. Empir-
ical type-I and type-II error rates were examined to validate the use
of this index. It is also compared with the κ index using sampling
and simulations techniques. Finally, a Bonferroni procedure is used to
detect massive cheating.
Key Words: ω Index, κ Index, Answer Copying, Massive Cheating
Detection.
JEL Clasiﬁcation: C19, I20.
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DETECTION OF COPYING ON MULTIPLE-CHOICE TESTS: 
NOMINAL RESPONSE MODELS, INDICES COMPARISONS AND 
MASSIVE COPYING 1 Introducci´ on
En un documento anterior (Jara, Riascos & Romero 2010) los autores con-
struyeron un ´ ındice para detecci´ on de copia en ex´ amenes de m´ ultiples op-
ciones y presentaron los resultados del ejercicio para todas las pruebas del
n´ ucleo com´ u nd e lE x a m e nd eE s t a d op a r ae li n g r e s oal ae d u c a c i ´ on superior,
actualmente Saber 11, 2009. Ese documento present´ ol ai m p l e m e n t a c i ´ on del
´ ındice κ con una t´ ecnica de recodiﬁcaci´ on que arroja resultados prometedores
como herramienta cuantitativa expedita para generar alertas de fraude; sin
embargo una de las principales conclusiones del estudio fue que, para tener
mayor conﬁanza en la utilizaci´ on del ´ ındice construido, era necesario con-
trastarlo contra otras metodolog´ ıas existentes en la literatura especializada.
En particular, el estudio concluy´ o que era necesario intentar otras metodolog´ ıas
que mitigaran un problema de especiﬁcaci´ on del modelo probabil´ ıstico de re-
spuesta que se propuso. Concretamente, la distribuci´ on de probabilidad con
la que se responde a las diferentes opciones no var´ ıa con las preguntas. Que
la distribuci´ on no variara era una suposici´ on necesaria para la determinaci´ on
de la distribuci´ on a la que converge el ´ ındice κ. De hecho, se estim´ oq u el a
media del ´ ındice para formas independientes no era cero, como se esperar´ ıa
si no hubiera variaci´ on.
Este documento presenta dos metodolog´ ıas para detectar copia: el´ ındice
κ ye l´ ındice ω. Estas dos metodolog´ ı a ss ec o m p a r a ne nt ´ erminos del er-
ror tipo I utilizando muestreos independientes de datos reales. Tambi´ en
se compara la potencia incorporando copia de manera controlada a estos
muestreos. De acuerdo a estas simulaciones, el ´ ındice ω es preferible al
´ ındice κ en t´ erminos del error tipo I pues en raras ocasiones acusa a in-
ocentes de copia; sin embargo a primera vista no es claro qu´ e´ ındice tiene
una mayor potencia. Lo anterior justiﬁca parcialmente el uso del ´ ındice ω.
Se aplic´ o la metodolog´ ıa del ´ ındice ω para detectar las parejas sospe-
chosas de copia en las pruebas SABER 5◦ y9 ◦ de mayo y octubre de 2009.
Con este resultado se determin´ oe nq u ´ e sedes-jornada hay indicios de copia
masiva, controlando la tasa de falsos positivos al realizar pruebas de hip´ otesis
conjuntas, controlando la tasa de falsos positivos con un procedimiento de
tipo Bonferroni.
El documento se organiza de la siguiente manera. La primera secci´ on es
esta introducci´ on, seguida de una breve revisi´ on de la literatura. La tercera
secci´ on explica el´ ındice ω para detectar copia. La siguiente secci´ on compara
el error tipo I y la potencia de los ´ ındices κ y ω.L a´ ultima secci´ on contiene
3los resultados de analizar las pruebas SABER con el ´ ındice ω y de detectar
copia masiva controlando la tasa de falsos positivos.
2 Estado del arte
Los ex´ amenes de opci´ on m´ ultiple se usan frecuentemente pues presentan
una herramienta eﬁciente y objetiva de evaluar los conocimientos de un es-
tudiante al simpliﬁcar la log´ ıstica administrativa y eliminar los elementos
subjetivos en la clasiﬁcaci´ on. Sin embargo este tipo de ex´ amenes es m´ as
vulnerable a la copia que aquellos de pregunta abierta. Los´ ındices de copia
presentan una herramienta estad´ ıstica expedita para detectar anomal´ ıas en
e s t et i p od ee x ´ amenes buscando patrones de respuesta sospechosamente sim-
ilares.
Los ´ ındices de copia adolecen de tres problemas. El primero es que
pueden existir explicaciones alternativas para que dos individuos presenten
un patr´ on de respuestas sospechosamente similar. El m´ as evidente es que
ning´ un estad´ ıstico puede eliminar por completo la posibilidad de que dos
individuos tengan respuestas id´ enticas por azar. Adicionalmente estudiantes
con educaci´ on similar tienen una probabilidad mayor de tener respuestas
similares.
El segundo problema consiste en que una prueba estad´ ıstica no puede
ser usada como un argumento contundente para acusar a alguien de copia.
Dado que es imposible eliminar el error tipo I por completo, nunca se puede
estar 100% de que alguien incurri´ o en copia as´ ıe le s t a d ´ ıstico lo indique.
Finalmente, todo ´ ındice de copia estad´ ıstico supone que existe una dis-
tribuci´ on de probabilidad con la cual los estudiantes responden a las pre-
guntas. Aproximaciones incorrectas de esta distribuci´ on pueden llevar a
conclusiones igualmente err´ oneas.
La mayor´ ıa de los modelos de detecci´ on de copia existentes (Van der
Linden & Sotaridona 2006) se basan en calcular diferentes estad´ ısticos que
cuentan el n´ umero de respuestas comunes entre el individuo sospechoso de
hacer copia y aquel de quien copia (la fuente). Estos estad´ ısticos diﬁeren
principalmente en: (1) El conjunto de respuestas sobre las que se calcula
(todas las respuestas, correctas e incorrectas, solo las respuestas incorrectas,
solo las respuestas incorrectas condicional a la habilidad de los dos individ-
uos, etc.); (2) La distribuci´ o nq u es es u p o n et i e n ee s t ee s t a d ´ ı s t i c oys is eu s a
o no alguna estandarizaci´ on del estad´ ıstico relevante.
4Los avances m´ as recientes se enfocan en utilizar m´ ultiples ´ ındices al
mismo tiempo (Wollack 2006) y utilizar la asignaci´ on de puestos y de temas
-e x ´ amenes visualmente similares pero con preguntas o respuestas diferentes
- para enriquecer los modelos (Van der Ark, Emons & Sijtsma 2008).
2.1 Comparaci´ on error tipo I y potencia
En la literatura se encuentran dos m´ etodos para estimar el error tipo I. El
primero consiste en simular vectores de respuesta de acuerdo a alg´ un modelo
como, por ejemplo, el de respuesta nominal. Se empareja un n´ umero n
de respuestas simuladas. Se aplica la metodolog´ ıa del ´ ındice que se desea
estudiar y se calcula la proporci´ on de parejas sospechosas de copia. Esta
proporci´ on es el error tipo I, pues los vectores de respuesta fueron simulados
sin copia alguna (Sotaridona, van der Linden & Meijer 2006). El segundo
m´ etodo consiste en tomar un examen real, y tomar n parejas de individuos
de tal manera que los miembros de una misma pareja no hayan podido
realizar copia. Estas parejas se pueden seleccionar tomando individuos que
hayan realiza la prueba en a˜ nos diferentes o en salones diferentes. Al igual
que con el primer m´ etodo, se aplica la metodolog´ ıa del ´ ındice que se desea
estudiar y se calcula la proporci´ on de parejas sospechosas de copia. Esta
proporci´ on es el error tipo I (Wollack 2006).
Para calcular la potencia de un ´ ındice existen tres metodolog´ ıas. Las
primeras dos se derivan de los m´ etodos mencionadas en el p´ arrafo anterior
para estimar el error tipo I. La idea consiste en modiﬁcar los vectores de
respuesta copiando k preguntas de un miembro de una pareja a el otro. Se
hace esto para las n parejas y se calcula la proporci´ on de parejas acusados
de copia. Esta proporci´ on es la potencia para un nivel de copia k. El tercer
m´ etodo consiste en determinar la distribuci´ on del ´ ındice bajo la hip´ otesis
alternativa y encontrar la probabilidad de detecci´ on de copia para un nivel
de copia dado.
Wollack (2006) compara los´ ındices K, K2, S1, S2, B, H y ω en t´ erminos
del error tipo I, utilizando ex´ amenes reales contestados por 10,000 individuos
en dos a˜ nos diferentes. Se emparejan individuos de un a˜ n oc o no t r ol oq u e
asegura que no puedo haber copia entre ellos. Se encuentra que todos los
´ ındices preservan el error tipo I. Para medir el poder de los´ ındices se copian
respuestas de un individuo a otro y se mide la tasa de detecci´ on. En general
los resultados de Wollack (2006) encuentran que entre los´ ındices individuales
el ´ ındice ω es el que m´ as potencia tiene. Adicionalmente en este estudio
5se estudian los beneﬁcios de utilizar varios ´ ındices simult´ aneamente y se
encuentra que el´ ındice ω en conjunto con un nuevo estad´ ıstico denominado
H∗1 es el que tiene la mayor potencia. Sin embargo en este art´ ı c u l on os e
compara con el ´ ındice κ.
Sotaridona et al. (2006) muestran, utilizando simulaciones, que la versi´ on
del ´ ındice κ que se utiliz´ o en (Jara et al. 2010), no preserva el error tipo I,
sobre todo cuando la habilidad del individuo que se copia y de la fuente
son similares. Jara et al. (2010) aplican el ´ ındice κ a las pruebas del n´ ucleo
com´ un del Examen de Estado para el ingreso a la educaci´ on superior, ac-
tualmente Saber 11, 2009 II. Con el 99.9% de conﬁanza, el porcentaje de
personas sospechosas de copia seg´ un el algoritmo es 48.29%. El porcentaje
de parejas sospechosas de copia es de 2.94%. Este valor corresponde a las
parejas ordenadas que son detectadas como sospechosas. Considerablemente
mayor, es el porcentaje de salones en donde se sospecha hubo copia. Este
es 96.94%. Para veriﬁcar si las suposiciones de construcci´ on del modelo son
satisfechas en la pr´ actica, Jara et al. (2010) construyeron 50,000 parejas de
forma aleatoria y libre de copia (sobre distintos salones) para cada forma y
les aplicaron el ´ ındice ω. Los resultados se incluyen en la tabla 1.
Tabla 1: Casos de copia por mil parejas independientes, para las 36 formas
analizadas.
Forma Tasa de copia Forma Tasa de copia Forma Tasa de copia
23 . 2 0 106 1.04 130 4.77
33 . 2 8 108 2.14 131 5.26
45 . 9 0 120 5.23 132 3.58
83 . 2 5 121 5.33 133 3.62
10 3.07 122 5.48 134 3.38
41 4.15 123 3.03 135 3.12
42 5.79 124 2.69 136 3.31
43 2.34 125 2.88 137 3.24
44 1.01 126 3.22 138 3.26
51 16.53 127 2.90 139 3.54
100 0.83 128 2.88 140 3.14
101 1.21 129 6.16 149 19.57
Los resultados sugieren que la hip´ otesis de que la distribuci´ on de prob-
1Este ´ ındice es similar a H pero con valores cr´ ıticos sacados de una distribuci´ on
emp´ ırica, mientras que H los obtiene de una distribuci´ on te´ orica.
6abilidad con la que se responde a las diferentes opciones no var´ ıa con las
preguntas puede ser muy fuerte como en efecto lo conﬁrma la distribuci´ on
emp´ ırica de los patrones de respuesta reportados en (Jara et al. 2010).
Los resultados sugieren una fuerte diferencia entre las probabilidades
de respuesta en las preguntas, que se supon´ ıan id´ enticas para la deﬁnici´ on
del ´ ındice. En efecto, los patrones de respuesta var´ ıan bastante con las
preguntas (Jara et al. 2010). Es precisamente esta variaci´ on y la tasa de
inocentes acusados de copia lo que motiva la utilizaci´ on del ´ ındice ω.
El presente estudio es un aporte a la literatura en esta direcci´ on pues
compara el´ ındice ω,e lq u em ´ as potencia tiene, entre aquellos´ ındices que re-
spetan el error tipo I (Wollack 2006), con el´ ındice κ utilizando la metodolog´ ıa
propuesta por Wollack (2006).
2.2 Avances recientes
Belov & Armstrong (2010) describen una metodolog´ ıa que combina dos
aproximaciones estad´ ısticas diferentes para detectar copia. Primero se uti-
liza la divergencia de Kullback-Leibler para detectar individuos con patrones
de respuesta inconsistentes y despu´ es se utiliza el ´ ındice K para detectar la
posible fuente de la copia. Los principales beneﬁcios de esta t´ ecnica son: re-
ducci´ on en el tiempo computacional y un error tipo I menor. Sin embargo,
esta metodolog´ ıa s´ olo se puede aplicar cuando un examen tiene particiones
claras, donde una parte del examen es id´ entica para ambos individuos de
una pareja y una parte es diferente.
La divergencia de Kullback-Leibler se utiliza para detectar cambios en los
patrones de respuesta entre diferentes particiones del examen. Por ejemplo,
si una pareja realiza matem´ aticas al mismo tiempo y se copia, pero despu´ es
una persona debe responder lenguaje y la otra ciencias, es de esperar que
la habilidad de los individuos caiga en la segunda prueba comparada con la
primera. Aquellos individuos que demuestren cambios sustanciales en sus
patrones de respuestas, son examinados con el ´ ındice K. En este paso se
compara cualquier individuo detectado en la primera etapa contra todos los
dem´ as, pues es posible que la copia solo haya ocurrido en una direcci´ on. En
(Belov & Armstrong 2010) se muestra que el error tipo I es pr´ acticamente
inexistente, pero se pierde cierto poder en comparaci´ on con el ´ ındice K.
Van der Ark et al. (2008) describen una metodolog´ ıa que explota el lugar
designado de los estudiantes as´ ı como el uso de pruebas de apariencia similar
7para diferentes estudiantes. Primero, y esto en general es posible aplicarlo
con cualquier metodolog´ ıa siempre y cuando se tenga un mapa con los lu-
gares designados para los estudiantes, solo se consideran parejas de personas
sentadas una al lado de la otra. Para aplicar esta metodolog´ ıa se necesita
que la mitad de las parejas tengan la misma versi´ on del examen mientras
que la otra mitad tenga versiones diferentes. La ventaja de los estad´ ısticos
desarrollados es que no requieren una muestra grande para determinar la
distribuci´ on de las respuestas; sin embargo no tienen un poder muy alto y
no se ha estudiado a profundidad su error tipo I.
2.3 Pruebas de m´ ultiples hip´ otesis
Cuando se quiere determinar si un sal´ on incurri´ oe nc o p i am a s i v aon o ,e s
necesario realizar una prueba de m´ ultiples hip´ otesis. Es deseable mantener
un error tipo I bajo pues no se quiere acusar a inocentes de copia, sin embargo
tampoco se quiere ser muy estricto pues la potencia de la prueba se ver´ ıa
comprometida.
Controlar pruebas de m´ ultiples hip´ otesis por el error tipo I presenta
diﬁcultades te´ oricas que impiden llevar el procedimiento a la pr´ actica en la
mayor´ ıa de los casos. En los pocos casos donde se puede aplicar, la potencia
de la prueba se ve seriamente disminuida. A la luz de estos resultados, la
literatura ha intentado controlar medidas similares al error tipo I, pero cuya
aplicaci´ on sea generalizada, buscando al mismo tiempo no comprometer la
potencia de la prueba.
La mayor´ ıa de estas t´ ecnicas son procedimientos tipo Bonferroni, que
permiten controlar la tasa de falsos positivos (hip´ otesis nulas rechazadas
err´ oneamente como proporci´ on de las hip´ otesis nulas rechazadas) a un nivel
de conﬁanza deseado. La principal contribuci´ on de Benjamini & Hochberg
(1995) es un procedimiento que tiene una potencia mayor. Considere que se
van a probar m hip´ otesis nulas (el n´ umero de estudiantes en un sal´ on). De
estas m0 son verdaderas2 y R la cantidad rechazada, entonces la siguiente
tabla representa los errores cometidos:
La tasa de falsos positivos esperada es E[V/(V + S)]. Como se muestra
en Benjamini & Hochberg (1995), es posible controlar esta tasa; sin embargo
lo ideal ser´ ıa controlar el error tipo I de la prueba conjunta, que es P(V ≥ 1).
La tasa de falsos positivos y el error tipo I son id´ enticos si todas las hip´ otesis
2N´ umero de personas que no copiaron.
8Tabla 2: Errores cometidos al probar m hip´ otesis nulas
Test NO Signiﬁcativo Test Signiﬁcativo Total
Hip´ otesis Nulas Verdaderas UV m 0
Hip´ otesis Nulas NO Verdaderas TS m − m0
Total m − RR m
son verdaderas; de lo contrario, la tasa de falsos positivos es menor. Raras
veces se controla por el error tipo I en la pr´ actica debido a las diﬁcultades
te´ oricas que presenta.
Para continuar con el procedimiento propuesto en (Benjamini & Hochberg
1995), suponga que se tienen H1,...,Hm hip´ otesis a ser probadas, ordenadas
de tal manera que sus p-valores cumplen P1 ≤ P2 ≤ ... ≤ Pm, donde Pi es





Entonces se rechaza Hi para todo i ∈ 1,...,k. Esto controla la tasa de
falsos positivos a un nivel m´ aximo de q∗. La proposici´ on anterior supone
independencia entre las hip´ otesis nulas verdaderas. En el contexto de copia,
este supuesto indica que el hecho de que un individuo no haya copiado es
independiente del hecho de que otro individuo no haya copiado, lo que es
razonable.
3 ´ Indice ω
Sea N el n´ umero de preguntas y n el n´ umero de alternativas para responder
cada pregunta. Supongamos que un individuo con habilidad θj que no ha
copiado responde con probabilidad π la opci´ on v en la pregunta i de acuerdo





ξiv y λiv son par´ ametros del modelo y se conocen como el intercepto y la
pendiente respectivamente. El intercepto y la pendiente pueden variar a
trav´ es de las diferentes preguntas. Los par´ ametros de las preguntas (ξiv y
λiv) se estiman por m´ axima-verosimilitud marginal y la habilidad se estima
9usando el m´ etodo EAP(Expected A Posteriori). Para la estimaci´ on se utiliz´ o
el paquete rirt3 de R.
El m´ etodo de m´ axima-verosimilitud marginal, es una extensi´ on del m´ etodo
de m´ axima-verosimilitud donde no se observan todas las variables de inter´ es.
En este caso no podemos observar la habilidad cuando queremos estimar ξiv





















N son las respuestas del
individuo j a cada una de las preguntas, y πiv
j
i
(θ) la probabilidad de que un
individuo de habilidad θ tenga el mismo patr´ on de respuesta del individuo
j. Dado que no conocemos la habilidad del individuo j multiplicamos por
la probabilidad de que tenga una habilidad θ ei n t e g r a m o ss o b r et o d o sl o s
posible valores de la habilidad. Se supone que f(θ) es la funci´ on de densidad
normal est´ andar.





donde T es el n´ umero de estudiantes que responde el examen, V es la
matriz que contiene los patrones de respuesta de estos individuos y (ξ,λ)s o n
los vectores de par´ ametros. Entonces los estimadores que buscamos son:
(ˆ ξ,ˆ λ) = argmax
(ξ,λ)
L(ξ,λ|V )( 5 )
Es necesario estimar la habilidad pues la proporci´ on de respuestas cor-
rectas puede no reﬂejar el conocimiento de un individuo. Contestar una
pregunta dif´ ıcil correctamente es un indicador de habilidad superior a con-
testar una pregunta f´ acil correctamente.
El m´ etodo de m´ axima probabilidad a posteriori para estimar la habilidad
se basa en t´ ecnicas Bayesianas. Suponiendo que conocemos los par´ ametros
3El paquete rirt se puede encontrar en: http://libirt.sourceforge.net/.
10ξ y λ, de acuerdo a la regla de Bayes tenemos que:
f(θ|u,ξ,λ) ∝ f(u|θ,ξ,λ)f(θ), (6)
donde u es el patr´ on de respuestas de un individuo y θ es la habilidad.
f(u|θ)=
N
i=1 πivi(θ) donde vi es la opci´ on que el individuo respondi´ oal a
pregunta i, y se supone que f(θ) es la distribuci´ on normal est´ andar. Con esta
informaci´ on obtenemos la distribuci´ on a posteriori; sin embargo se necesita
un estimador puntual de θ, por lo que se toma su media. En resumidas
cuentas:
ˆ θ = E[f(θ|u)] (7)
Dado que s´ olo obtenemos f(u|θ)f(θ), que es proporcional, m´ as no nece-
sariamente igual a f(θ|u), es necesario calcular una esperanza normalizada.
Si dividimos la distribuci´ on a posteriori de θ en k intervalos podemos obtener
la media como:






En (Van der Linden & Hambleton 1997) y (Hambelton, Swaminatha
& Jane Rogers 1991) se puede encontrar m´ as informaci´ on de c´ omo se uti-
liza el m´ etodo de m´ axima-verosimilitud marginal y m´ axima probabilidad a
posteriori.
Una vez se estima el modelo de respuesta nominal, se intenta buscar
patrones de respuestas que se desv´ ıen del mismo para detectar la copia. La
variable de inter´ es en este estudio es el n´ umero de respuestas que c le copi´ o
a s.S e aγcs este n´ umero.
El objetivo es probar las siguientes hip´ otesis:
H0 : γcs =0
H1 : γcs > 0
Sea Uji la respuesta del individuo j al ap r e g u n t ai y Icsi la funci´ on
indicadora del conjunto Uci = Usi . Es decir, toma el valor de 1 cuando el
individuo c y s coinciden es su repuesta a la pregunta i y cero de lo contrario.





Si los individuos no se copian (responden de forma independiente), la
probabilidad de que c y s escojan la alternativa v en la pregunta i es
πcsiv = πiv(θc)πiv(θs) (10)
Luego la probabilidad de una coincidencia entre c y s en la pregunta i es




Teniendo en cuenta esta informaci´ on, una forma equivalente de nuestra
hip´ otesis es:




H1 : πcsi =
n
a=1 πia(θc)πia(θs) para n − γcs preguntas
1 para γcs preguntas
(13)
Bajo la hip´ otesis nula el n´ umero de respuestas coincidentes, Mcs = N
i=1 Icsi es la suma de N variables aleatorias de Bernoulli independientes
cada una con una probabilidad distinta de coincidencia. La suma de es-
tas variables aleatorias sigue una distribuci´ on binomial generalizada que se
puede calcular mediante un algoritmo recursivo. El valor cr´ ıtico m∗ que
queremos encontrar es aquel tal que:
P(Mcs ≥ m∗) ≤ α
Sea fn(m) probabilidad de m ´ exitos en n intentos (´ exitos entendidos
como coincidencias en las respuestas). ´ Esta se puede calcular como el coe-
ﬁciente de zm en el polinomio:
n 
i=1
[1 − πcsi + zπcsi] (15)
12Tambi´ en es posible calcular esta probabilidad de manera recursiva:
fn(m)=( 1− πcsn)fn−1(m)+πcsnfn−1(m − 1) (16)
Si n = 1 entonces fm(0) = Q y fm(1) = P .A d e m ´ as fn(m)=0s im<0
o m>n .
Van der Linden & Sotaridona (2006) muestran que la distribuci´ on acu-
mulada Fn(m) se puede determinar mediante:
Fn(m)=( 1− πi)fn−1(m)+Fn−1(m − 1), (17)
donde πi es la probabilidad de´ exito en una pregunta i cualquiera, fn−1(m)
y Fn−1(m − 1) son la funci´ on de distribuci´ on marginal y acumulada de las
n−1 preguntas que quedan al quitar i. Es con esta distribuci´ on acumulada
que se calcula m∗.
Esta recursi´ on sin embargo requiere un tiempo computacional que no
permite realizar el ejercicio con las pruebas de estado que realiza el ICFES.
Por ejemplo, para el caso de las pruebas Saber 5◦ y9 ◦ de 2009 se necesitar´ ıa
de un a˜ no4 aproximadamente para ejecutar el an´ alisis completo. Esto se
debe a que la distribuci´ on binomial generalizada cambia de pareja a pareja,
dado que la habilidad de ambos individuos, y por ende la probabilidad de
´ exito cambia con cada pareja. Este problema no puede ser solventado con
una matriz de b´ usqueda debido a que la habilidad estimada toma tantos
valores como patrones de respuesta diferentes se observen.
Debido a esto se calcula un´ ındice condicional que se comporta asint´ oticamente
como una normal est´ andar. Si denotamos como Us el vector de respuestas
del individuo s y πivs(θc) la probabilidad de responder la opci´ on que s eligi´ o
en la pregunta i para un individuo de habilidad θc, entonces el ´ ındice ω se
deﬁne de acuerdo a la siguiente ecuaci´ on:
ω =
Mcs − E[Mcs|Us]
Va r[Mcs|Us]1/2 , (18)
donde el valor esperado y la varianza se deﬁnen como:









πivs(θc)(1 − πivs(θc)) (20)
El objetivo es probar las siguientes hip´ otesis:
H0 : ω ≤ 0
H1 : ω>0
Este ´ ındice se debe comparar con un valor critico ω∗ obtenido a partir
de una distribuci´ on normal est´ andar (Van der Linden & Sotaridona 2006).
Para el an´ alisis de las pruebas SABER 5◦ y9 ◦ se utiliza un nivel de conﬁanza
del 99.9%.
N´ otese que el ´ ındice ω es un test condicional. En otras palabras trata
asim´ etricamente al individuo que se copia y a la fuente. Esto puede ser
visto como una ventaja si se considera que la copia puede haber ocurrido en
una sola direcci´ on, o como una desventaja si se considera que dos individuos
colaboraron mutuamente, y puede que por tener habilidades diferentes uno
sea se˜ nalado como sospechoso de copia y otro no. Esto es especialmente
preocupante al considerar que la potencia del test var´ ıa de acuerdo a las
habilidades de los individuos.
4 Simulaciones
4.1 Metodolog´ ıa
La metodolog´ ıa que se utiliza para determinar los errores tipo I y tipo II de
las pruebas consiste en utilizar la distribuci´ on emp´ ırica de los vectores de
respuesta para generar parejas que no se hayan copiado. Con estas parejas
se mide el error tipo I de la prueba. Despu´ es se introduce un factor de copia
para medir la potencia de la prueba. Esto se hace para cada formato en
general y condicionando por el nivel de habilidad de la fuente y del individuo
que copia.
14En t´ erminos formales, los pasos que se siguen para el caso en que se
condiciona al nivel de habilidad son:
1. Se genera una malla de habilidades (θf,θ c), con ambos valores var-
iando entre -2 y 2, con escalones de 0.5. En total se generan 36 pare-
jas de habilidades diferentes. En realidad θf y θc representan inter-
v a l o sd et a m a ˜ no 0.5, donde se tiene individuos con habilidades entre
[θi,θ i +0 .5) con i = {f,c}. El estimador de la habilidad se obtiene al
ajustar un modelo de respuesta nominal.
2. Para cada pareja ordenada de niveles de habilidad (θf,θ c) se seleccio-
nan 2,000 parejas, de tal manera que est´ en en sedes-jornadas diferentes
y por ende no pueda haber copia entre ellas.
3. Sobre estas parejas se corre cada uno de los modelos de copia se-
leccionados y se calcula la proporci´ on identiﬁcada con copia. Esta
proporci´ on es el error tipo I.
4. Para calcular el error tipo II, para el individuo que se copia se modif-
ican sus cadenas de respuesta para introducir el fraude.
(a) Se selecciona un nivel de copia: n´ umero de respuestas en los que
hay copia.
(b) Se selecciona aleatoriamente un grupo de preguntas del mismo
tama˜ no del nivel de la copia.
(c) Se cambian las respuestas del individuo que se copia por las de
la fuente.5
5. Sobre estas simulaciones se corre cada uno de los modelos de detecci´ on
de copia seleccionados y se calcula la proporci´ on identiﬁcada con copia.
Esta proporci´ on es la potencia de la prueba. Se calcula la potencia para
diferentes niveles de copia.
En el caso del ´ ındice κ es necesario calcular el valor a (Jara et al. 2010)
yp a r ae l´ ındice ω se necesita calibrar el modelo de respuesta nominal. Esto
se hace utilizando una muestra independiente de observaciones6. Para la
recodiﬁcaci´ on condicional del ´ ındice κ se utiliza la proporci´ on de respuestas
correctas como estimador de la habilidad.
5Si inicialmente alguna respuesta era igual, se deja como esta. Esto reﬂeja el hecho de
que los individuos pueden tener respuestas iguales sin que estas fueran parte del fraude.
6Es de esperar que los resultados var´ ıen poco con la selecci´ on de la muestra.
15Para el caso en que no se condiciona al nivel de habilidad, se seleccionan
100,000 parejas, de tal manera que est´ en en sedes-jornadas diferentes y por
ende no pueda haber copia entre ellas, sin importar la habilidad de los
individuos. Despu´ es se siguen los pasos 3-5 descritos anteriormente.
4.2 Resultados sin condicionar
Para todas las pruebas se utiliz´ o un nivel de conﬁanza de 99.9% y se calcul´ o
el poder de los estad´ ısticos utilizando niveles de copia de:1,5,10,15,20,..,N,
donde N es el n´ umero de preguntas que tiene el examen. Los resultados que
se presentan a continuaci´ on no son condicionados a un nivel de habilidad
particular ni de la fuente ni del individuo que se copia. Los resultados condi-
cionados por habilidad se pueden encontrar en www.quantil.com.co/anexoOmega.pdf.
4.2.1 Error Tipo I
La simulaciones del ´ ındice κ muestran que esta prueba en general excede
e le r r o rt i p oI .E nl as i g u i e n t et a b l as ev ec ´ omo la proporci´ on de inocentes
acusados de copia es mucho mayor a la esperada7. En contraposici´ on el
´ ındice ω preserva el error tipo I.















7De 1 caso entre mil de acuerdo al nivel de conﬁanza de 99.9% utilizado.
164.2.2 Potencia
El ´ ındice κ tiene una potencia superior para niveles bajos de copia que el
´ ındice ω,p e r o´ este ´ ultimo eventualmente toma la delantera, aproximada-
mente, cuando se copian m´ as de la mitad de las preguntas del examen. Es
posible concluir que la mayor potencia del´ ındice κ no se debe a que ´ este sea
m´ as eﬁciente a la hora de identiﬁcar aquellos individuos que copian, sino a
que identiﬁca a m´ as individuos como sospechosos de copia, sin importar si
copiaron o no. La evidencia que soporta esta conclusi´ on se encuentra en en
www.quantil.com.co/anexoOmega.pdf.




































































































































































Figura 1: Comparaci´ on de ´ ındices




































































































































































Figura 2: Comparaci´ on de ´ ındices




































































































































































Figura 3: Comparaci´ on de ´ ındices
5A n a l ´ ısis de las Pruebas Saber 5◦ y9 ◦
5.1 An´ alisis Descriptivo
S ec o n s i d e r a nl a sd o c ef o r m a sc o m oe x ´ amenes separados. Esto se debe a que
hay tres ´ areas que se examinan, dos fechas en las que se realiza el examen y
hay pruebas para los grados 5◦ y9 ◦. Las siguientes abreviaciones se utilizan
de ahora en adelante para referirse a las distintas formas. Por ´ area: 041
para matem´ aticas, 042 para lenguaje y 043 para ciencias. Por fecha: F1
para mayo y F2 para octubre. Por grado: 50 para 5◦ y9 0p a r a9 ◦.
Para cada individuo que present´ o cada examen se tiene la siguiente in-
formaci´ on: SNP, Formato, Sitio, String. El SNP corresponde a un identi-
ﬁcador del estudiante. El Formato corresponde al ´ area, fecha y grado del
examen. El Sitio corresponde a la sede-jornada donde se realiza el examen,
19ye lString a la cadena de respuestas del individuo. Adicionalmente, se
cuenta con un archivo que contiene la cadena de respuestas correctas para
el examen.
En la ﬁgura 4 se muestra la distribuci´ on de las habilidades estimadas































































































































































































































Figura 4: Habilidad estimada por formato.
Es posible extraer informaci´ on ´ util del modelo de respuesta nominal. Por
ejemplo se puede calcular la funci´ on de respuesta de cada pregunta. Esta
funci´ on indica la probabilidad de responder la pregunta correctamente en
funci´ on de la habilidad. En la ﬁgura 5 se muestra la funci´ on de respuesta
21para cuatro preguntas diferentes de la prueba de matem´ aticas de 5◦ en mayo.
Con estas funciones se puede ver qu´ e preguntas eran las m´ as sencillas, qu´ e
tan discriminatoria es cada pregunta, y en qu´ e habilidad es discriminatoria.
Por ejemplo, preguntas con una funci´ on de respuesta con una pendiente
suave son poco discriminatorias, mientras que preguntas donde la funci´ on se
empina r´ apidamente son si lo son. Aquella vecindad de habilidades donde se
empina r´ apidamente la funci´ on es donde la pregunta es m´ as discriminatoria.





























Figura 5: Funci´ on de respuesta del formato PBA5041F1.
5.2 An´ alisis Pruebas Controladas y Estad´ ısticas con el´ Indice
ω
Las aplicaciones controladas y estad´ ısticas se realizan con un control m´ as
cercano del ICFES, por lo que es de esperar que el porcentaje de parejas
sospechosas de copias sea cercano al error tipo I. El nivel de conﬁanza uti-
lizado es del 99.9%.
22Tabla 4: Parejas sospechosas de copia (por mil)













Como se puede ver, en todos los casos la tasa de copia es superior al
e r r o rt i p oI ,l oq u ep o d r ´ ıa tomarse como una se˜ nal de que existe copia en
este tipo de pruebas, especialmente a la luz de los resultados encontrados
en la secci´ on 4.2.1. Sin embargo, tal y como se mencion´ o en la secci´ on 2,
estudiantes con educaci´ on similar tienen una probabilidad mayor de tener
respuestas similares. Dado que en la aplicaci´ on de las pruebas SABER 5◦
y9 ◦ se eval´ ua en un mismo sitio a todos los estudiantes de un colegio, este
efecto puede sesgar los resultados. Si se considera que la prueba controlada
es libre de copia, los resultados de la tabla 4 pueden sugerir qu´ e tan fuerte
es este efecto e insinuar el verdadero error tipo I de la prueba.
5.3 An´ alisis Pruebas Censales con el ´ Indice ω
Todos los resultados que se muestran a continuaci´ on utilizan un nivel de
conﬁanza del 99.9%. Sin embargo, es inmediato extraer el subconjunto de
sospechosos con un nivel de conﬁanza superior, usando los respectivos valores
del estad´ ıstico.
En un computador con procesador Intel R   Core 2 Duo 2.53 GHz y 4 gigas
de memoria RAM, el an´ alisis de cada forma demora entre 6 y 48 horas. En
total las 12 formas analizadas tomaron aproximadamente 8 d´ ıas.
Con el nivel de conﬁanza seleccionado, el porcentaje de individuos sospe-
chosos de copia seg´ un el algoritmo es 36.68%. El porcentaje de parejas
23sospechosas de copia es 1.35%. Este valor corresponde a las parejas orde-
nadas que son detectadas como sospechosas. El porcentaje de salones en
donde se sospecha hubo copia es del 57.91%.
En la ﬁgura 6 se exhibe la relaci´ on y la frecuencia que existe entre el
n´ umero de respuestas correctas que tiene la fuente de la copia y el que
copia. Como era de esperar, la proporci´ on de respuestas correctas entre la
fuente y la persona que copia suele ser similar.
24Figura 6: Relaci´ on del n´ umero de respuestas correctas entre individuo que
copia y fuente, tomando las parejas sospechosas de copia.
En la ﬁgura 7 se relaciona el n´ umero de respuestas correctas que tiene
el que copia, con el n´ umero de respuestas iguales que tiene con la fuente.
Como se ve, aunque el n´ umero de respuestas incrementa con el n´ umero
de preguntas iguales, la copia no es del todo efectiva, pues el n´ umero de
respuestas correctas es menor que el n´ umero de preguntas iguales.
25Figura 7: Relaci´ on entre n´ umero de respuestas correctas del sospechoso de
copia y n´ umero de respuestas iguales con la fuente.
En la ﬁgura 8 se presenta la distribuci´ on de la habilidad entre aqu´ ellos
que se copian. Como se puede ver la mayor´ ıa de la gente sospechosa de copia
presenta una habilidad por debajo del promedio8.
8El promedio es cero pues se supone que la habilidad sigue una distribuci´ on normal
est´ andar.
26Figura 8: Distribuci´ on de la habilidad, calculada con el modelo de respuesta
nominal, entre aqu´ ellos que se copian.
En la ﬁgura 9 (y tabla 5) se encuentra la proporci´ on de copia por forma.
Esta proporci´ on se calcula como el n´ umero de parejas sospechosas de copia,
sobre el n´ umero de parejas que podr´ ıan copiarse9 y presentan la copia. Un
9Se tiene en cuenta que solo puede haber copia entre las parejas dentro de un mismo
27patr´ on consistente es que la copia en mayo (F1) es considerablemente mayor
que en octubre (F2).
Figura 9: Proporci´ on de parejas sospechosas de copia en cada forma.
sal´ on.
28Tabla 5: Proporci´ on de parejas sospechosas de copia en cada forma.













Al comparar los resultados de copia en las pruebas censales con las prue-
bas estad´ ısticas y controladas (Tabla 6 y ﬁgura 10), se puede ver que en
general la copia es m´ as extendida en la aplicaci´ on censal, seguido de la es-
tad´ ıstica y ﬁnalmente la controlada. Una vez m´ as es importante se˜ nalar,
como se mencion´ o en las secciones 2 y 5.2, que estudiantes con educaci´ on
similar tienen una probabilidad mayor de tener respuestas similares. Dado
que en la aplicaci´ on de las pruebas SABER 5◦ y9 ◦ se eval´ ua en un mismo
sitio a todos los estudiantes de un colegio, este efecto puede sesgar los resul-
tados. Si se considera que la prueba controlada es libre de copia los resul-
tados de la tabla 4 pueden sugerir qu´ e tan fuerte es este efecto y sugerir el
verdadero error tipo I de la prueba.
29Tabla 6: Proporci´ on de parejas sospechosas de copia en cada forma (por
mil).
Forma Censal Controlada Estad´ ıstica
PBA5041F1 30.37 10.83 15.64
PBA5041F2 10.63 2.01 2.63
PBA5042F1 30.02 4.34 7.34
PBA5042F2 13.11 2.84 2.48
PBA5043F1 39.98 10.14 7.70
PBA5043F2 13.19 3.15 2.95
PBA9041F1 30.69 20.78 14.08
PBA9041F2 9.94 2.68 4.22
PBA9042F1 9.44 0.00 3.48
PBA9042F2 8.14 3.02 2.91
PBA9043F1 26.94 4.86 7.16
PBA9043F2 9.67 3.28 3.96
30Figura 10: Comparaci´ on tasa de copia por aplicaci´ on.
5.4 Copia Masiva con el ´ Indice ω
Aunque no existe una deﬁnici´ on objetiva de copia masiva, en este estudio se
utilizar´ a la deﬁnici´ on que utiliza el ICFES, que considera que en un plantel
hay copia masiva si m´ as del 60% de los estudiantes son sospechosos de
copia. Suponga que se rechaza Hi para todo i ∈{ 1,...,k}, controlando la
tasa de falsos positivos a un nivel m´ aximo de q∗, siguiendo la metodolog´ ıa
de (Benjamini & Hochberg 1995). Para poder aplicar esta metodolog´ ıa es
necesario tener un p − valor por cada individuo. Para cada individuo en
cada sede-jornada y para cada prueba, se toma el menor p − valor,e n t r e
todas las parejas se˜ naladas como sospechosas de copia donde este individuo
31es quien copia.
Si k
m es mayor al 60%, donde m es el n´ umero de estudiantes en un sal´ on,
se dice que hubo copia masiva en el sal´ on con un nivel de conﬁanza de 1−q∗.
Se toma q∗ =0 .1% en las pruebas realizadas.
La ﬁgura 11 presenta la proporci´ on de salones con copia masiva uti-
lizando diferentes deﬁniciones de copia masiva: m´ as del 60%, 70% y 80% de
los estudiantes.








































Figura 11: Copia masiva por forma
Las ﬁguras 12 y 13 presentan la proporci´ on de salones con copia masiva
para diferentes categor´ ıas. Cada columna representa la proporci´ on de sedes-
jornada con copia masiva en X n´ umero de formas, entre la totalidad de sedes-
jornada con esa caliﬁcaci´ on. La ﬁgura 13 excluye aquellas sedes-jornada
donde no se present´ o copia en ning´ un formato.





Proporción de salones con copia masiva por calificación






























Proporción de salones con copia masiva por calificación















































El presente documento describe la metodolog´ ıa utilizada para implementar
el ´ ındice ω a las pruebas SABER 5◦ y9 ◦ realizadas por el ICFES en el
2009. Para validar la utilizaci´ on de este´ ındice se compara, usando muestreos
independientes y simulaciones, con el ´ ındice κ.E l ´ ındice κ a primera vista
parece ser el ´ ındice m´ as potente; sin embargo no preserva el error tipo I. El
35´ ındice ω preserva el error tipo I y no presenta grandes sacriﬁcios en t´ erminos
de potencia, lo que justiﬁca su uso.
Al analizar las pruebas se observa que la proporci´ on de parejas sospe-
chosas de copia excede el error tipo I en las tres formas de aplicaci´ on del
examen. Dado que se presume que la aplicaci´ on controlada est´ a libre de
copia se cree que existe un problema de especiﬁcaci´ on del modelo de re-
spuesta nominal. Estudiantes con educaci´ on similar pueden estar sesgados
hacia alguna respuesta en particular. Dado que en la aplicaci´ on de las prue-
bas SABER 5◦ y9 ◦ se eval´ ua en un mismo sitio a todos los estudiantes
de un colegio, este efecto puede sesgar los resultados. En el modelo esto
se ver´ ıa reﬂejado en unos par´ ametros, ξ y λ, propios de cada sede-jornada;
sin embargo, dado el peque˜ no tama˜ no de cada sede-jornada, ser´ ıa imposible
tener una estimaci´ on conﬁable de los mismos.
El an´ alisis de cada forma requiere entre 6 y 48 horas, en un computador
con procesador Intel R   Core 2 Duo 2.53 GHz y 4 gigas de memoria RAM.
Con un nivel de conﬁanza del 99.9% el porcentaje de individuos sospechosos
de copia seg´ un el algoritmo es 36.68%. El porcentaje de parejas sospechosas
de copia es 1.35%. Este valor corresponde a las parejas ordenadas que son
detectadas como sospechosas. El porcentaje de salones en donde se sospecha
hubo copia es del 57.91%. Finalmente, se detectaron las sede-jornada con
copia masiva controlando el valor esperado de la tasa de falsos positivos
mediante un procedimiento de tipo Bonferroni.
Como comentario ﬁnal, es importante tener en cuenta que es posible
aprovechar m´ as la informaci´ on que se puede extraer del modelo de respuesta
nominal como se mencion´ o en la secci´ on 5.1. Se puede determinar qu´ e
preguntas son las m´ as f´ aciles, cuales son las m´ as discriminatorias y a qu´ e
nivel de habilidad. Esta informaci´ on puede ser utilizada para apoyar el
dise˜ no de las pruebas del estado.
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